
Ìèíèñòåðñòâî îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè

ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò íåôòè è ãàçà
èì. è. ì. ãóáêèíà

Êàôåäðà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Â.Ê. Ìàëèíîâñêèé

Çàäà÷è è âîïðîñû ïî êóðñó
¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà¿

Ðåêîìåíäîâàíî â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ
äëÿ ñòóäåíòîâ ñïåöèàëüíîñòè

Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà

Mîñêâà 2004





Îãëàâëåíèå

Ãëàâà 1. Âåðîÿòíîñòíûå îñíîâû ñòàòèñòèêè 1
1. Àêñèîìàòèêà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé 1
2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èçìåðèìîñòü 1
3. Íåçàâèñèìîñòü 1
4. Òåîðåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèé 2
5. Âèäû ñõîäèìîñòè 2

Ãëàâà 2. Ñïåöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ 4
1. Îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ 4
2. Ðàñïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê 7
3. Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé 8
4. Äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè 8

Ãëàâà 3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé 9

1. Èãðà äâóõ ëèö 9
2. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ èãðà äâóõ ëèö 9
3. Ïðèíöèïû ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé. Áàéåñîâñêèé ïðèíöèï 9
4. Ïðèíöèïû ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé. Ìèíèìàêñíûé ïðèíöèï 10

Ãëàâà 4. Çàäà÷à ïðîâåðêè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç 11
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç 11
2. Ïðîñòàÿ ãèïîòåçà è ïðîñòàÿ àëüòåðíàòèâà. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ëåììà

Íåéìàíà�Ïèðñîíà 11
3. Ïðîñòàÿ ãèïîòåçà è îäíîñòîðîííÿÿ àëüòåðíàòèâà 12
4. Ñëîæíàÿ ãèïîòåçà è äâóñòîðîííÿÿ àëüòåðíàòèâà 12
5. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà. Ñáëèæàþùèåñÿ àëüòåðíàòèâû 12

Ãëàâà 5. Çàäà÷à ïðîâåðêè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç 14
1. Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 14
2. Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ Êîëìîãîðîâà�Ñìèðíîâà 14
3. Êðèòåðèé χ2 15

Ãëàâà 6. Çàäà÷à òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ 16
1. Íåñìåùåííûå è àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííûå îöåíêè 16
2. Ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè 16
3. Ýôôåêòèâíûå è àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûå îöåíêè 17

Ãëàâà 7. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê 19
1. Ìåòîä ìîìåíòîâ 19
2. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ 19

iii



3. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 20

Ãëàâà 8. Çàäà÷à èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ 21

Ãëàâà 9. Âîïðîñû äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó 22

Ëèòåðàòóðà 23

iv



Ãëàâà 1

Âåðîÿòíîñòíûå îñíîâû ñòàòèñòèêè

1. Àêñèîìàòèêà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
Çàäà÷à 1.1. Äàéòå îïðåäåëåíèå σ-àëãåáðû íà òî÷å÷íîì ìíîæåñòâå Ω. Ïðè-

âåäèòå ïðèìåðû.

Çàäà÷à 1.2. Äàéòå îïðåäåëåíèå èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðèâåäèòå ïðè-
ìåðû.

Çàäà÷à 1.3. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìåðû P íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, F).
Äàéòå îïðåäåëåíèå êîíå÷íîé, σ-êîíå÷íîé, âåðîÿòíîñòíîé ìåðû. Ïðèâåäèòå ïðè-
ìåðû.

Çàäà÷à 1.4. Äàéòå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω,F,P).
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

Çàäà÷à 1.5. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñèíãóëÿðíûõ, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ è
ýêâèâàëåíòíûõ ìåð íà ïðîñòðàíñòâå (Ω, F,P). Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Äàéòå îïðå-
äåëåíèå ìåðû Ëåáåãà è ñ÷èòàþùåé ìåðû íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èçìåðèìîñòü
Çàäà÷à 1.6. Ïóñòü (X,B) � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî. Äàéòå

îïðåäåëåíèå èçìåðèìîãî îòîáðàæåíèÿ X : Ω → X.

Çàäà÷à 1.7. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X è åå ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

Çàäà÷à 1.8. Ïóñòü (R, B) � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ è çàäàííàÿ íà íåé áîðå-
ëåâñêàÿ σ-àëãåáðà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ X : Ω → R, êîòîðîå èçìå-
ðèìî ïðè ëþáîì âûáîðå F.

Çàäà÷à 1.9. Ïóñòü (R, B) � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ è çàäàííàÿ íà íåé áîðå-
ëåâñêàÿ σ-àëãåáðà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ X : Ω → R è äâóõ σ-àëãåáð
F1 è F2 íà Ω òàêèõ, ÷òî X èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî F1 è íåèçìåðèìî îòíîñè-
òåëüíî F2.

3. Íåçàâèñèìîñòü
Çàäàííûå íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F,P) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

X1(ω), . . . , Xn(ω) íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ ìíî-
æåñòâ B1, . . . , Bn íà R

P{ω : X1(ω) ∈ B1, . . . , Xn(ω) ∈ Bn} = P{X1(ω) ∈ B1} . . .P{Xn(ω) ∈ Bn}.
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Çàäà÷à 1.10. Ïóñòü X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ôóíê-
öèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ FX è FY . Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû
X + Y ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ñâåðòêè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ FX è FY :

[FX ∗ FY ](x) =
∫ ∞

−∞
FX(x− z)dFY (z) =

∫ ∞

−∞
FY (x− z)dFX(z).

Çàäà÷à 1.11. Âûïèøèòå ôîðìóëó ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ [FX ∗ FX ](x),
åñëè ðàñïðåäåëåíèå FX(x) èìååò ïëîòíîñòü fX(x) îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.
Êàê èçìåíèòñÿ ýòà ôîðìóëà, åñëè ñ.â. X ñîñðåäîòî÷åíà íà ïîëîæèòåëüíîé ïî-
ëóîñè?

4. Òåîðåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèé
Çàäà÷à 1.12. Ïðèâåäèòå îïðåäåëåíèÿ ñòåïåííûõ (öåíòðàëüíûõ, íåöåíòðàëü-

íûõ, àáñîëþòíûõ) ìîìåíòîâ.
Çàäà÷à 1.13. Ïðèâåäèòå îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.
Çàäà÷à 1.14. Ïðèâåäèòå îïðåäåëåíèå α-êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòåé. ×åìó ðàâíà 0,5-êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ?
Çàäà÷à 1.15. Ïðèâåäèòå îïðåäåëåíèÿ ìåäèàíû, ìîäû è ýêñöåññà.
Çàäà÷à 1.16. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàñïðåäåëåíèÿ, èìåþùåãî íååäèíñòâåí-

íóþ ìåäèàíó.
Çàäà÷à 1.17. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàñïðåäåëåíèÿ, èìåþùåãî åäèíñòâåííóþ

íóëåâóþ ìåäèàíó, íî íå èìåþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

5. Âèäû ñõîäèìîñòè
Ïóñòü ξn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îïðåäåëåííûõ íà âå-

ðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, F,P). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ
(1) ñõîäÿùåéñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0

P{ω : |ξn(ω)− ξ(ω)| > ε} → 0 ïðè n →∞,

(2) ñõîäÿùåéñÿ ïî÷òè íàâåðíîå (P-ï.í.) ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ìíîæåñòâî N ∈ F òàêîå, ÷òî P(N) = 0 è

ξn(ω) → ξ(ω) ïðè n →∞ äëÿ ëþáîãî ω /∈ N,

(3) ñõîäÿùåéñÿ â ñðåäíåì ïîðÿäêà r (r > 0) ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ, åñëè
E|ξn|r < ∞ è

E|ξn − ξ|r → 0 ïðè n →∞.

Åñëè r = 2, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn ñõîäèòñÿ ê ξ â ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íîì,

(4) ñõîäÿùåéñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ ñ ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ F (x), åñëè äëÿ Fn(x) = P{ξn 6 x}

lim
n→∞

Fn(x) = F (x)

âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè F (x). Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ξn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ξ.
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Çàäà÷à 1.18. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ξn ñõîäèòñÿ ê ξ ïî âåðîÿòíîñòè, òî ξn

ñõîäèòñÿ ê ξ ïî ðàñïðåäåëåíèþ.
Çàäà÷à 1.19. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñ.â. ξ ïîñòîÿííàÿ, òî ξn ñõîäèòñÿ ê ξ ïî

âåðîÿòíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξn ñõîäèòñÿ ê ξ ïî ðàñïðåäåëåíèþ.
Çàäà÷à 1.20. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ξn ñõîäèòñÿ ê ξ ïî÷òè íàâåðíîå, òî ξn

ñõîäèòñÿ ê ξ ïî âåðîÿòíîñòè.
Çàäà÷à 1.21. Äîêàæèòå, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ξn ê ξ ïî âåðîÿòíîñòè íå ñëå-

äóåò ñõîäèìîñòü ξn ê ξ ïî÷òè íàâåðíîå.
Çàäà÷à 1.22. Äîêàæèòå, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ξn ê ξ â ñðåäíå-êâàäðàòè÷íîì

(â ñðåäíåì ïîðÿäêà r > 0) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ξn ê ξ ïî âåðîÿòíîñòè.

Ëèòåðàòóðíûå ññûëêè: [6], [2], [7], [8], [10], [12].
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Ãëàâà 2

Ñïåöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

1. Îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå

(ãàóññîâñêîå) ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè µ è σ2 > 0, åñëè

FX(x) =
∫ x

−∞
fX(z)dz, x ∈ R,

fX(x) =
1√
2πσ

exp
{
− (x− µ)2

2σ2

}
, x ∈ R.

Ýòè âûðàæåíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ îáû÷íî ÷åðåç Φ(µ,σ2)(x) è ϕ(µ,σ2)(x).

Çàäà÷à 2.1. Ïóñòü X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè µ
è σ2 > 0. Äîêàæèòå, ÷òî E(X) = µ, E(X2) = σ2 + µ2, D(X) = σ2.

Çàäà÷à 2.2. Ïóñòü X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè µ è
σ2 > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (X − µ)/σ èìååò ñòàíäàðòíîå íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå; âûïèøèòå ðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ è ïëîòíîñòè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà è íîðìàëüíîãî çàêîíà
ñ ïàðàìåòðàìè µ è σ2.

Çàäà÷à 2.3. Êàêîâî ðàñïðåäåëåíèå ñóììû äâóõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí?

Ïîêàçàòåëüíîå (ýêñïîíåíöèàëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà X èìååò ïîêàçàòåëüíîå (ýêñïîíåíöèàëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðîì λ > 0, åñëè

FX(x) =

{
1− e−λx, x > 0,

0, x < 0.

Ïëîòíîñòü ïîêàçàòåëüíîãî (ýêñïîíåíöèàëüíîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì
λ èìååò âèä

fX(x) =

{
λe−λx, x > 0,

0, x < 0.

Çàäà÷à 2.4. Ïóñòü ñ.â. X èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðîì λ > 0. Äîêàæèòå, ÷òî E(X) = 1

λ , E(X2) = 2
λ2 , D(X) = 1

λ2 .

Çàäà÷à 2.5 (îòñóòñòâèå ïîñëåäåéñòâèÿ). Ïóñòü ñ.â. X èìååò ïîêàçàòåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå, UX(x) = P{X > x} = 1− FX(x). Äîêàæèòå, ÷òî

UX(x + y) = UX(x)UX(y), x, y > 0.
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Çàäà÷à 2.6 (ãàììà-ïëîòíîñòü). Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå, ïîêàçà-
òåëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñ ïàðàìåòðîì λ > 0 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Äîêàæèòå,
÷òî ïëîòíîñòü X1 + · · ·+ Xn èìååò âèä

gn(x) =

{
λ (λx)n−1

(n−1)! e−λx, x > 0

0, x < 0.

Çàäà÷à 2.7 (ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå). Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå, ïî-
êàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñ ïàðàìåòðîì λ > 0 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Äîêà-
æèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ X1 + · · ·+ Xn èìååò âèä

Gn(x) =

{
1− e−λx

(
1 + λx

1! + · · ·+ (λx)n−1

(n−1)!

)
, x > 0

0, x < 0.

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå â èíòåðâàëå [a, b] (a < b), åñëè åå ïëîòíîñòü èìååò âèä

fX(x) =

{
1

b−a , x ∈ [a, b],
0, x /∈ [a, b].

Çàäà÷à 2.8. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå â èíòåðâàëå [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî E(X) = b+a

2 , E(X2) = b3−a3

3(b−a) , D(X) =
(b−a)2

12 .
Çàäà÷à 2.9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå [a, b], òî (X − a)/(b− a) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà
â èíòåðâàëå [0, 1].

Çàäà÷à 2.10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ñ ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ FX(x) èìååò íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
U = FX(X) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â èíòåðâàëå [0, 1].

Òðåóãîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (Ñèìïñîíà). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìå-
åò òðåóãîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â èíòåðâàëå [a, b] (a < b), åñëè åå ïëîòíîñòü èìååò
âèä

fX(x) =

{
2

b−a − 2
(b−a)2 |a + b− 2x|, x ∈ [a, b],

0, x /∈ [a, b].

Çàäà÷à 2.11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X1 è X2 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â èíòåðâàëå [a/2, b/2], òî ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà X = X1 + X2 èìååò òðåóãîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â èíòåðâàëå [a, b].

Çàäà÷à 2.12. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ñóììû òðåõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â èíòåðâàëå [0, 1].

Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò Ãàììà-ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè α > 0, λ > 0, åñëè åå ïëîòíîñòü èìååò âèä

fX(x) =

{
λα

Γ(α) xα−1e−λx, x > 0,

0, x 6 0.

Çàäà÷à 2.13. Ïóñòü ñ.â. X èìååò Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè α

è λ. Äîêàæèòå, ÷òî E(X) = α
λ , E(X2) = α(α+1)

λ2 , D(X) = α
λ2 .
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Çàäà÷à 2.14. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè α = 1 Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ
ïîêàçàòåëüíûì, à ïðè α = n/2 è λ = 1/2 � ñ χ2-ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû.

Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êî-
øè ñ ïàðàìåòðàìè α, λ > 0, åñëè åå ïëîòíîñòü èìååò âèä

fX(x) =
1
π

λ

λ2 + (x− α)2
.

Çàäà÷à 2.15. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Êî-
øè áåñêîíå÷íî.

Çàäà÷à 2.16. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðàìåòð α ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ÿâëÿåòñÿ
åãî ìîäîé è ìåäèàíîé.

Çàäà÷à 2.17. Äîêàæèòå, ÷òî íîðìèðîâàííàÿ ñóììà 1
n

∑n
i=1 Xi íåçàâèñè-

ìûõ, ðàñïðåäåëåííûõ ïî çàêîíó Êîøè ñ ïàðàìåòðàìè α, λ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
èìååò òî ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ñ ïàðàìåòðàìè α, λ.

Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Ïàðåòî ñ ïàðàìåòðàìè x0 > 0, α > 0, åñëè

fX(x) =





α
x0

(
x0
x

)α+1

, x > x0,

0, x 6 x0.

Çàäà÷à 2.18. Äîêàæèòå, ÷òî E(Xk) = α
α−k xk

0 , åñëè k < α è E(Xk) = +∞,
åñëè k > α.

Çàäà÷à 2.19. Äîêàæèòå, ÷òî D(X) = α
(α−1)(α−2) x2

0, åñëè α > 2 è D(X) =
+∞, åñëè α 6 2.

Ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ α ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X
èìååò χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ α ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (α > 0), åñëè

fX(x) =

{
(2α/2Γ(α/2))−1 xα/2−1e−x/2, x > 0,

0, x 6 0.

Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ñòàíäàðòíîå
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

∑n
i=1 X2

i èìååò χ2-ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Çàäà÷à 2.20. Ïóñòü ñ.â. X èìååò χ2 ñ α ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äîêàæèòå,
÷òî E(X) = α, E(X2) = α(α + 2), D(X) = 2α.

Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà (t-ðàñïðåäåëåíèå). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
X èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ α > 0 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, åñëè

fX(x) =
Γ((α + 1)/2)√

απΓ(α/2)
(1 +

x2

α
)−(α+1)/2.

Åñëè Z è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðè÷åì Z èìååò ñòàíäàðòíîå
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à Y � χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, òî
X = Z

√
n/Y èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Çàäà÷à 2.21. Ïóñòü ñ.â. X èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ α ñòåïåíÿ-
ìè ñâîáîäû. Äîêàæèòå, ÷òî E(X2k−1) = 0, åñëè 2k < α, è E(X2k−1) = ∞ â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p ∈ (0, 1), åñëè

P{X = 1} = p, P{X = 0} = 1− p.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ X èìååò âèä

FX(x) =





0, x < 0,

1− p, 0 6 x < 1,

1, x > 1.

Çàäà÷à 2.22. Ïóñòü ñ.â. X èìååò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì
p ∈ (0, 1). Äîêàæèòå, ÷òî E(Xk) = p, D(X) = p(1− p).

Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p ∈ (0, 1), åñëè

P{X = k} = p(1− p)k, k = 0, 1, 2, . . . .

Çàäà÷à 2.23. Ïóñòü ñ.â. X èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðîì p ∈ (0, 1). Äîêàæèòå, ÷òî E(X) = (1− p)/p, D(X) = (1− p)/p2.

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò áèíîìè-
àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n, p (n íàòóðàëüíîå, p ∈ (0, 1)), åñëè

P{X = k} =
(

n

k

)
pk(1− p)k, k = 0, 1, . . . , n.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ X èìååò âèä

FX(x) =





0, x < 0,∑l
k=1

(
n
k

)
pk(1− p)n−k, l 6 x < l + 1,

1, x > n.

Çàäà÷à 2.24. Ïóñòü X � áèíîìèàëüíàÿ ñ.â. ñ ïàðàìåòðàìè n è p. Äîêà-
æèòå, ÷òî E(X) = np, E(X)2 = np + n(n− 1)p2, D(X) = np(1− p).

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0, åñëè

P{X = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . .

Çàäà÷à 2.25. Ïóñòü X � ïóàññîíîâñêàÿ ñ.â. ñ ïàðàìåòðîì λ. Äîêàæèòå,
÷òî E(X) = λ, E(X)2 = λ2 + λ, D(X) = λ.

2. Ðàñïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê
Çàäà÷à 2.26. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n,

ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè µ è σ2. Ïîêà-
æèòå, ÷òî

fX(x1, . . . , xn) = (2π)−n/2σ−n exp
{
− 1

2σ2

n∑

i=1

(xi − µ)2
}

.

Çàäà÷à 2.27. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n,
ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0. Ïîêàæèòå, ÷òî

P{X1 = x1, . . . , Xn = xn} =
1∏n

i=1 xi!
λ
Pn

i=1 xie−nλ.

7



3. Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé
Çàäà÷à 2.28 ([8], ñòð. 62). Äàéòå îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñåìåé-

ñòâà ðàñïðåäåëåíèé .
Çàäà÷à 2.29 ([8], ñòð. 62). Ïîêàæèòå, ÷òî áèíîìèàëüíîå ñåìåéñòâî

(
n
x

)
px(1−

p)n−x ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ñåìåéñòâîì.
Çàäà÷à 2.30. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñäâèãîâîãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé. Ïðè-

âåäèòå ïðèìåðû.
Çàäà÷à 2.31. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìàñøòàáíîãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé.

Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
Çàäà÷à 2.32 ([8], ñòð. 82). Äàéòå îïðåäåëåíèå ñåìåéñòâà ïëîòíîñòåé ñ ìî-

íîòîííûì îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñòàòèñòèêè T .
Çàäà÷à 2.33 ([8], ñòð. 372). Ïóñòü fθ(x) = g(x− θ). Ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì,

ñîãëàñíî êîòîðîìó ñåìåéñòâî fθ èìååò ìîíîòîííîå îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ
îòíîñèòåëüíî x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ u(x) = − ln g(x) ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé, ïðèâåñòè ïðèìåð ñåìåéñòâà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ñåìåéñòâîì ñ ìîíîòîí-
íûì îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ îòíîñèòåëüíî x.

4. Äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè
Çàäà÷à 2.34 ([8], ñòð. 59). Äàéòå îïðåäåëåíèå äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè.
Çàäà÷à 2.35. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n èç

ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p ∈ (0, 1). Ïîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî (èç
îïðåäåëåíèÿ), ÷òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X̄ = 1

n

∑n
i=1 Xi ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé

ñòàòèñòèêîé äëÿ ïàðàìåòðà p.
Çàäà÷à 2.36 ([8], ñòð. 61). Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîð-

êà îáúåìà n. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Íåéìàíà (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå äîñòàòî÷íîñòè ñòàòèñòèêè T (X); òåîðåìà ôàêòîðèçàöèè).

Çàäà÷à 2.37. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n èç
ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p ∈ (0, 1). Ïîêàçàòü c èñïîëüçîâàíèåì
òåîðåìû Íåéìàíà, ÷òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X̄ = 1

n

∑n
i=1 Xi ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-

íîé ñòàòèñòèêîé äëÿ ïàðàìåòðà p.
Çàäà÷à 2.38. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n

èç íîðìàëüíîãî çàêîíà Φ(µ,σ2)(x). Ïîêàçàòü c èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Íåé-
ìàíà, ÷òî ïàðà (X̄, s2

n), ãäå X̄ = 1
n

∑n
i=1 Xi � âûáîðî÷íîå ñðåäíåå è s2

n =
1
n

∑n
i=1(X

2
i − X̄)2 � âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòè-

êîé äëÿ ïàðàìåòðà (µ, σ2).
Çàäà÷à 2.39. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n

èç ðàâíîìåðíîãî íà èíòåðâàëå [0, θ] ðàñïðåäåëåíèÿ, θ > 0. Ïîêàçàòü c èñïîëü-
çîâàíèåì òåîðåìû Íåéìàíà, ÷òî ñòàòèñòèêà X(n) = max{x1, . . . , Xn} ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé äëÿ ïàðàìåòðà θ.

Ëèòåðàòóðíûå ññûëêè: [1], [7], [8], [11].
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Ãëàâà 3

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà ñ òî÷êè çðåíèÿ
òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

1. Èãðà äâóõ ëèö
Çàäà÷à 3.1. Äàéòå îïðåäåëåíèå èãðû äâóõ ëèö (ò.å. ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿ-

íèé ïðèðîäû Θ, ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñòàòèñòèêà A, ôóíêöèè ïîòåðü ñòàòèñòèêà
L(θ, a), θ ∈ Θ, a ∈ A). Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

2. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ èãðà äâóõ ëèö
Çàäà÷à 3.2. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû äâóõ ëèö (ò.å. òðîé-

êè (Θ,A, L(θ, a)), ìíîæåñòâà èñõîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà (X,B) è
P = {Pθ, θ ∈ Θ}, ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé X(ω) ∈ X íà (Ω, F)). Äàéòå îïðåäå-
ëåíèå ðåøàþùåãî ïðàâèëà d : X → A, çàâèñÿùåãî îò èñõîäà ñòàòèñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

Çàäà÷à 3.3. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïîòåðü ñòàòèñòèêà L(θ, d(X(ω))),
X(ω) ∈ X, â ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå äâóõ ëèö. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

Çàäà÷à 3.4. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðèñêà R(θ, d) = EθL(θ, d(X)) â
ñòàòèñòè÷åñêîé èãðå äâóõ ëèö. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

Çàäà÷à 3.5. Äàéòå îïðåäåëåíèå ðàíäîìèçèðîâàííîãî (èç ìíîæåñòâà D∗)
è íåðàíäîìèçèðîâàííîãî (èç ìíîæåñòâà D) ðåøàþùåãî ïðàâèëà. Ïðèâåäèòå
ïðèìåðû.

Çàäà÷à 3.6. Äàéòå îïðåäåëåíèå çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç (ïðèíÿòèÿ îäíî-
ãî èç äâóõ ðåøåíèé) êàê ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû äâóõ ëèö. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

Çàäà÷à 3.7. Äàéòå îïðåäåëåíèå çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîâåðêè ãèïî-
òåç (ïðèíÿòèÿ îäíîãî èç òðåõ ðåøåíèé) êàê ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû äâóõ ëèö.
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

Çàäà÷à 3.8. Äàéòå îïðåäåëåíèå çàäà÷è òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ (ïðèíÿòèÿ
îäíîãî èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðåøåíèé) êàê ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû äâóõ ëèö.
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

3. Ïðèíöèïû ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé. Áàéåñîâñêèé ïðèíöèï
Çàäà÷à 3.9. Äàéòå îïðåäåëåíèå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà Θ, τ ∈ Θ∗,

è áàéåñîâñêîãî ðèñêà r(τ, δ), τ ∈ Θ∗, δ ∈ D∗.

Çàäà÷à 3.10. Äàéòå îïðåäåëåíèå áàéåñîâñêîãî îòíîñèòåëüíî àïðèîðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ τ ∈ Θ∗ ðåøàþùåãî ïðàâèëà.
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Çàäà÷à 3.11. Äàéòå îïðåäåëåíèå ε-áàéåñîâñêîãî îòíîñèòåëüíî àïðèîðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ τ ∈ Θ∗ ðåøàþùåãî ïðàâèëà.

Çàäà÷à 3.12. Ïóñòü Θ = {θ1, . . . , θk}. Ïóñòü
S = {(y1, . . . , yk) : äëÿ íåêîòîðîãî δ ∈ D∗, yi = R(θi, δ), i = 1, 2, . . . , k} ⊂ Rk.

Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî S âûïóêëî, ò.å. äëÿ ëþáûõ y ∈ S è y′ ∈ S ñïðàâåä-
ëèâî âêëþ÷åíèå αy + (1− α)y′ ∈ S.

Çàäà÷à 3.13 ([14], ñòð. 34�42). Ïóñòü Θ = {θ1, θ2} è
S = {(y1, y2) : äëÿ íåêîòîðîãî δ ∈ D∗, yi = R(θi, δ), i = 1, 2}.

Íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè y1 = R(θ1, δ) è y2 = R(θ2, δ) ïîñòðîèòü
(1) ìíîæåñòâî òî÷åê îäèíàêîâîãî áàéåñîâñêîãî ðèñêà îòíîñèòåëüíî íåêî-
òîðîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ τ = (p1, p2), p1 + p2 = 1, 0 6 pi 6 1,
i = 1, 2,

(2) ìíîæåñòâî òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ε-áàéåñîâñêèì ðåøàþùèì ïðàâè-
ëàì δ ∈ S,

(3) ìíîæåñòâî òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ áàéåñîâñêèì ðåøàþùèì ïðàâèëàì
δ ∈ S.

4. Ïðèíöèïû ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé. Ìèíèìàêñíûé ïðèíöèï
Çàäà÷à 3.14. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìèíèìàêñíîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà.
Çàäà÷à 3.15. Äàéòå îïðåäåëåíèå ε-ìèíèìàêñíîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà.
Çàäà÷à 3.16 ([14], ñòð. 34�42). Ïóñòü Θ = {θ1, θ2} è

S = {(y1, y2) : äëÿ íåêîòîðîãî δ ∈ D∗, yi = R(θi, δ), i = 1, 2}.
Íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè y1 = R(θ1, δ) è y2 = R(θ2, δ) ïîñòðîèòü
ìíîæåñòâî òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíèìàêñíûì ðåøàþùèì ïðàâèëàì δ ∈ S.

Çàäà÷à 3.17. Äàéòå îïðåäåëåíèå íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíîãî àïðèîðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ëèòåðàòóðíûå ññûëêè: [4], [8], ãë.1, [14].
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Ãëàâà 4

Çàäà÷à ïðîâåðêè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç
Çàäà÷à 4.1. ([8], ãë. 3, �1) Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó ïðîâåðêè ãèïîòåçû H

ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû K íà îñíîâå íåêîòîðîé âåëè÷èíû X, ðàñïðåäåëåíèå êîòî-
ðîé ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó. Äàéòå îïðåäåëåíèå
êðèòè÷åñêîé îáëàñòè, ðàíäîìèçèðîâàííîãî è íåðàíäîìèçèðîâàííîãî êðèòåðèÿ
ϕ(X), îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ.

Çàäà÷à 4.2. Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó ïðîâåðêè ãèïîòåçû H ïðîòèâ àëüòåð-
íàòèâû K â ñëó÷àå íåçàâèñèìîé âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn) îáúåìà n, ãäå Xi

ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà P = {Fθ, θ ∈ Θ}.
Çàäà÷à 4.3. ([8], ñòð. 74) Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ìîùíîñòè, ðàçìåðà

è óðîâíÿ çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ ϕ(X).

Çàäà÷à 4.4. ([8], ñòð. 23) Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ. Âû-
ïèøèòå ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ íåçàâèñèìîé âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn)
îáúåìà n, ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ

(1) íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè µ è σ2,
(2) çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0,
(3) ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðîì λ.

Çàäà÷à 4.5. ([8], ñòð. 76) Äàéòå îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîù-
íîãî êðèòåðèÿ.

Çàäà÷à 4.6. Äàéòå îïðåäåëåíèå îãèáàþùåé ôóíêöèé ìîùíîñòè êðèòåðèåâ
çàäàííîãî ðàçìåðà.

2. Ïðîñòàÿ ãèïîòåçà è ïðîñòàÿ àëüòåðíàòèâà. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ëåììà Íåéìàíà�Ïèðñîíà

Çàäà÷à 4.7. ([8], ñòð. 78) Äàéòå îïðåäåëåíèå êðèòåðèÿ Íåéìàíà�Ïèðñîíà
óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α äëÿ ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû H : θ = θ0 ïðîòèâ ïðîñòîé
àëüòåðíàòèâû K : θ = θ1.

Çàäà÷à 4.8. ([8], ñòð. 78) Ñôîðìóëèðóéòå ëåììó Íåéìàíà�Ïèðñîíà.

Çàäà÷à 4.9. Âûïèøèòå ÿâíûé âèä êðèòåðèÿ Íåéìàíà�Ïèðñîíà óðîâíÿ
çíà÷èìîñòè α äëÿ ïðîâåðêè

(1) ïðîñòîé ãèïîòåçû H : µ = µ0 ïðîòèâ ïðîñòîé àëüòåðíàòèâû K : µ = µ1

äëÿ íåçàâèñèìîé âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn) îáúåìà n, ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ
íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé,
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(2) ïðîñòîé ãèïîòåçû H : σ2 = σ2
0 ïðîòèâ ïðîñòîé àëüòåðíàòèâû K : σ2 = σ2

1

äëÿ íåçàâèñèìîé âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn) îáúåìà n, ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ
íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ íóëåâûì ñðåäíèì,

(3) ïðîñòîé ãèïîòåçû H : λ = λ0 ïðîòèâ ïðîñòîé àëüòåðíàòèâû K : λ = λ1

äëÿ íåçàâèñèìîé âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn) îáúåìà n, ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ
çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ,

(4) ïðîñòîé ãèïîòåçû H : λ = λ0 ïðîòèâ ïðîñòîé àëüòåðíàòèâû K : λ = λ1

äëÿ íåçàâèñèìîé âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn) îáúåìà n, ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðîì λ.

3. Ïðîñòàÿ ãèïîòåçà è îäíîñòîðîííÿÿ àëüòåðíàòèâà
Çàäà÷à 4.10. ([8], ñòð. 82�83) Ïóñòü X � ñ.â., ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé ïðè-

íàäëåæèò ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó (θ � äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð) ñ ìî-
íîòîííûì îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòèêè T (X) îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ. Âûïè-
øèòå ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H : θ 6
θ0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû K : θ > θ0.

Çàäà÷à 4.11. ([8], ñòð. 84) Ïóñòü X � ñ.â., ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé ïðèíàä-
ëåæèò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñåìåéñòâó. Âûïèøèòå ðàâ-
íîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H : θ 6 θ0 ïðîòèâ
àëüòåðíàòèâû K : θ > θ0.

Çàäà÷à 4.12. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n,
ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ Φ(µ,1)(x) ñ åäèíè÷íîé äèñ-
ïåðñèåé è íåèçâåñòíûì ñðåäíèì. Âûïèøèòå ÿâíûé âèä ðàâíîìåðíî íàèáîëåå
ìîùíîãî êðèòåðèÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H : µ 6 0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû
K : µ > 0.

4. Ñëîæíàÿ ãèïîòåçà è äâóñòîðîííÿÿ àëüòåðíàòèâà
Çàäà÷à 4.13. ([8], ñòð. 105) Ïóñòü X � ñ.â., ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé ïðèíàä-

ëåæèò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñåìåéñòâó. Âûïèøèòå ðàâ-
íîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H : θ 6 θ1 èëè θ >
θ2 (θ1 < θ2) ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû K : θ1 < θ < θ2.

Çàäà÷à 4.14. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n,
ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ Φ(µ,1)(x) ñ åäèíè÷íîé äèñ-
ïåðñèåé è íåèçâåñòíûì ñðåäíèì. Âûïèøèòå ÿâíûé âèä ðàâíîìåðíî íàèáîëåå
ìîùíîãî êðèòåðèÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H : µ 6 µ1 èëè µ > µ2 (µ1 < µ2)
ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû K : µ1 < µ < µ2.

5. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà. Ñáëèæàþùèåñÿ àëüòåðíàòèâû
Çàäà÷à 4.15 ([2], ñòð. 284�293). Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ

âûáîðêà îáúåìà n, ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ñåìåéñòâà P = {Fθ, θ ∈ [0, 1]}.

(1) Âûïèøèòå ôóíêöèþ ëîãàðèôìà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ Λt,n äëÿ ïðî-
âåðêè ãèïîòåçû H : θ = 0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû K : θt,n = t√

n
, t > 0.

(2) Ïóñòü ∂k

∂θk ln fθ(x) |θ=0 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç l
(k)
0 (x). Äîêàæèòå, ÷òî

E0l
(1)
0 (Xi) = 0, E0l

(2)
0 (Xi) = −E0[l

(1)
0 (Xi)]2.
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(3) Ïóñòü E0[l
(1)
0 (Xi)]2 > 0 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç D2. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ðàñ-

ïðåäåëåíèå
P0(Λt,n 6 x)

ëîãàðèôìà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ Λt,n àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíî ñ
ïàðàìåòðàìè (− t2

2 D2, t2D2)?
(4) Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Èåíñåíà, äîêàæèòå, ÷òî

E0 ln
fθt,n

(Xi)
f0(Xi)

< 0, Eθt,n
ln

fθt,n
(Xi)

f0(Xi)
> 0.

Çàäà÷à 4.16 ([2], ñòð. 292). Äàéòå îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêè íàèáîëåå
ìîùíîãî êðèòåðèÿ â çàäà÷å ðàçëè÷åíèÿ ñáëèæàþùèõñÿ àëüòåðíàòèâ.

Ëèòåðàòóðíûå ññûëêè: [1], [2], [5], [7], [8], [13].
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Ãëàâà 5

Çàäà÷à ïðîâåðêè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç

1. Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n, ãäå Xi ïîä÷è-

íÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ FX(x).

Çàäà÷à 5.1. Äàéòå îïðåäåëåíèå âàðèàöèîííîãî ðÿäà X(k), k = 1, 2, . . . , n.

Çàäà÷à 5.2. Äîêàæèòå, ÷òî P{X(n) < x} = FX(x)n è P{X(1) < x} =
1− (1− FX(x))n.

Çàäà÷à 5.3. Äîêàæèòå, ÷òî

P{X(n) −X(1) < x} = n

∫ ∞

−∞
[FX(x + z)− FX(z)]n−1dFX(z).

Çàäà÷à 5.4. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëåíèé ýìïèðè÷åñêîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(x) =
1
n

n∑

i=1

1(−∞,x](Xi)

è

Fn(x) =





0, x 6 X(1),
k
n , Xk < x 6 X(k+1), 1 6 k 6 n− 1,

1, x > X(n).

Çàäà÷à 5.5. Äîêàæèòå, ÷òî E(Fn(x)) = FX(x).

Çàäà÷à 5.6. Äîêàæèòå, ÷òî D(Fn(x)) = 1
nFX(x)[1− FX(x)].

Çàäà÷à 5.7. Äîêàæèòå, ÷òî P
{
Fn(x) = k

n

}
=

(
n
k

)
[FX(x)]k[1− FX(x)]n−k.

2. Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ Êîëìîãîðîâà�Ñìèðíîâà
Çàäà÷à 5.8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòè-

êè √nDn(x) =
√

n(Fn(x) − FX(x)) ïðè n → ∞ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíî ñ
íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ñ äèñïåðñèåé FX(x)[1 − FX(x)]. Êàê
èñïîëüçîâàòü ýòîò ôàêò äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû FX(x)?

Çàäà÷à 5.9. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Ãëèâåíêî.

Çàäà÷à 5.10. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Êîëìîãîðîâà.

Çàäà÷à 5.11. Ïóñòü
Dn = sup

−∞<x<∞
|Fn(x)− FX(x)|
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è dα � êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà K(z) =
∑∞

k=−∞(−1)k exp {−2k2z2},
ò.å.

1−K(dα) = α.

Îïèøèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ, ïðîâåðÿþùå-
ãî ãèïîòåçó FX(x) íà îñíîâå ñòàòèñòèêè Êîëìîãðîâà è íåçàâèñèìîé âûáîðêè
X = (X1, . . . , Xn) áîëüøîãî îáúåìà n.

Çàäà÷à 5.12. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Ñìèðíîâà. Îïèøèòå àëüòåðíàòèâû
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ïðè ïðèìåíåíèè êðèòåðèåâ Ñìèðíîâà.

3. Êðèòåðèé χ2

Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n. Äëÿ ïðîâåðêè
ïðîñòîé ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ñ.â. Xi ïîä÷èíÿåòñÿ äèñêðåòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
(p1, . . . , pm),

∑m
r=1 pr = 1, pr ∈ [0, 1], r = 1, 2, . . . ,m, èëè pr = P{Xi = r},

r = 1, 2, . . . ,m, èñïîëüçóåòñÿ ñòàòèñòèêà

χ2 =
m∑

k=1

(νk − npk)2

npk
,

ãäå ν1, . . . , νm � ÷àñòîòû ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé â âûáîðêå X,

νr =
n∑

k=1

1{Xk=r}, r = 1, 2, . . . , m.

Çàäà÷à 5.13. Ïîêàçàòü, ÷òî
∑m

r=1 νr = n.
Ïðè n →∞ ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè χ2 ñòðåìèòñÿ ê χ2-ðàñïðåäåëåíèþ ñ

m−1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Ïëîòíîñòü χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ m−1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû
èìååò âèä (ñì. ñòð. 6)

fX(x) =

{
(2(m−1)/2Γ((m− 1)/2))−1 x(m−1)/2−1e−x/2, x > 0,

0, x 6 0

è íå çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ (p1, . . . , pm).
Êðèòåðèé χ2 îïðåäåëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ {χ2 > χ2

α}, ãäå χ2
α âûáè-

ðàåòñÿ èç óñëîâèÿ íà ðàçìåð êðèòåðèÿ
P{χ2 > χ2

α} = α.

Çàäà÷à 5.14. Âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì χ2, íà îñíîâå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èç n íåçàâèñèìûõ ïîäáðàñûâàíèé ìîíåòû ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî
ýòà ìîíåòà ¾ïðàâèëüíàÿ¿.

Çàäà÷à 5.15. Âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì χ2, íà îñíîâå n íåçàâèñèìûõ
âûáðàñûâàíèé èãðàëüíîé êîñòè ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ýòà êîñòü ¾ïðà-
âèëüíàÿ¿.

Ëèòåðàòóðíûå ññûëêè: [1], [2], [7].
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Ãëàâà 6

Çàäà÷à òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ

1. Íåñìåùåííûå è àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííûå îöåíêè
Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n, ãäå Xi ïîä÷è-

íÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà P = {Fθ, θ ∈ Θ}. Ñòàòè-
ñòè÷åñêàÿ îöåíêà δ(X) ïàðàìåòðà θ íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé, åñëè

Eθδ(X) = θ ïðè âñåõ θ ∈ Θ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê δn(X) ïàðàìåòðà θ íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
íåñìåùåííîé1, åñëè

lim
n→∞

Eθδn(X) = θ ïðè âñåõ θ ∈ Θ.

Çàäà÷à 6.1. Ïðèâåñòè ïðèìåð íåñìåùåííîé îöåíêè.
Çàäà÷à 6.2. Ïðèâåñòè ïðèìåð àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè îöåíîê.
Çàäà÷à 6.3. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n

èç íîðìàëüíîãî çàêîíà Φ(µ,σ2)(x). Ïîêàçàòü, ÷òî âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ s2
n =

1
n

∑n
i=1(Xi − X̄)2 ÿâëÿåòñÿ ñìåùåííîé îöåíêîé σ2 ñî ñìåùåíèåì −σ2/n. Ïîêà-

çàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s2
n ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîè÷åñêè íåñìåùåííîé äëÿ σ2.

Ïîêàçàòü, ÷òî limn→∞D(s2
n) = 0.

2. Ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè
Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n, ãäå Xi ïîä÷èíÿ-

åòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà P = {Fθ, θ ∈ Θ}. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê δn(X) ïàðàìåòðà θ íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëü-
íîé2, åñëè

lim
n→∞

Pθ{|δn(X)− θ| > ε} = 0 äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ.

Çàäà÷à 6.4. Ïóñòü Tn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåñìåùåííûõ îöåíîê ïàðà-
ìåòðà θ è ïóñòü Dθ(Tn) → 0 ïðè n →∞. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tn

ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé äëÿ θ.
Çàäà÷à 6.5. Ïóñòü Tn � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îöåíîê ïàðàìåòðà θ è ïóñòü Dθ(Tn) → 0 ïðè n →∞. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñäåäîâà-
òåëüíîñòü Tn ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé äëÿ θ.

Çàäà÷à 6.6. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n èç
ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p ∈ (0, 1). Ïîêàçàòü, ÷òî âûáîðî÷íîå
ñðåäíåå X̄ = 1

n

∑n
i=1 Xi ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà p.

1Äëÿ êðàòêîñòè ãîâîðÿò, ÷òî ñàìà îöåíêà δn ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé.
2Äëÿ êðàòêîñòè ãîâîðÿò, ÷òî ñàìà îöåíêà δn ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé.
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Çàäà÷à 6.7. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n
èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0. Ïîêàçàòü, ÷òî âûáîðî÷íîå
ñðåäíåå X̄ = 1

n

∑n
i=1 Xi ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà λ.

Çàäà÷à 6.8. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n èç
íîðìàëüíîãî çàêîíà Φ(µ,1)(x). Ïîêàçàòü, ÷òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X̄ = 1

n

∑n
i=1 Xi

ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé äëÿ µ.
Çàäà÷à 6.9. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n èç

ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ

fX(x) =
1
π

1
1 + (x− θ)2

.

Ïîêàçàòü, ÷òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X̄n = 1
n

∑n
i=1 Xi íå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé

îöåíêîé ïàðàìåòðà θ, ò.ê.

P{|X̄n − θ| > ε} = P{|X1 − θ| > ε} = 1− 2
π

arctg ε.

Çàäà÷à 6.10. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n èç
íîðìàëüíîãî çàêîíà Φ(µ,σ2)(x). Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûáîðî÷íûõ
äèñïåðñèé s2

n = 1
n

∑n
i=1(Xi−X̄)2 ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ñìåùåííûõ îöåíîê ïàðàìåòðà σ2.
Çàäà÷à 6.11. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n èç

íîðìàëüíîãî çàêîíà Φ(µ,σ2)(x). Ïîêàçàòü, ÷òî S2
n = n

n−1s2
n = 1

n−1

∑n
i=1(Xi−X̄)2

ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåñìåùåííûõ îöåíîê ïàðàìåò-
ðà σ2.

Çàäà÷à 6.12. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n èç
íîðìàëüíîãî çàêîíà Φ(µ,σ2)(x). Ïîêàçàòü, ÷òî E(S2

n−σ)2 = 2
n−1σ4 è E(s2

n−σ)2 =
2n−1

n2 σ4. Ïðîâåðèòü, ÷òî 2
n−1 > 2n−1

n2 ïðè n > 2. Èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ
êà÷åñòâà îöåíîê.

Çàäà÷à 6.13. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n
èç íîðìàëüíîãî çàêîíà Φ(µ,σ2)(x). Ïóñòü K � êëàññ îöåíîê âèäà kS2

n, k > 0.
Ïîêàçàòü, ÷òî îöåíêà 1

n+1

∑n
i=1(Xi−X̄)2 èìååò ìèíèìàëüíûé â êëàññå K êâàä-

ðàòè÷íûé ðèñê 2
n+1σ4. Ïîêàçàòü, ÷òî ñìåùåíèå ýòîé îöåíêè ðàâíî − 2

n+1σ2.
Ñðàâíèòü ñî ñìåùåíèåì è êâàäðàòè÷íûì ðèñêîì îöåíîê s2

n è S2
n.

3. Ýôôåêòèâíûå è àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûå îöåíêè
Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n, ïóñòü L(X, θ) =∏n

i=1 fθ(Xi) � ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, Λ(X, θ) = ∂
∂θ ln L(X, θ). Íåðàâåíñòâîì

èíôîðìàöèè Ðàî�Êðàìåðà äëÿ ñòàòèñòèêè Tn(X) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî
DθTn(X) > In(θ)−1,

ãäå In(θ) = DθΛ(X, θ) � êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè Ôèøåðà.
Íåñìåùåííàÿ îöåíêà Tn = T (X) ïàðàìåòðà θ íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé,

åñëè
DθTn(X) = In(θ)−1.

Çàäà÷à 6.14. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè limn→∞ In(θ) = 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Tn = T (X) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ.

17



Çàäà÷à 6.15. Ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ X = (X1, . . . , Xn),
íåçàâèñèìîé âûáîðêè îáúåìà n,

In(θ) = nDθ

( ∂

∂θ
ln fθ(X1)

)
.

Çàäà÷à 6.16. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n
èç ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p ∈ (0, 1). Ïðîâåðèòü,

(1) ÷òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X̄ = 1
n

∑n
i=1 Xi ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé

ïàðàìåòðà p,
(2) ÷òî In(p) = n

p(1−p) ,
(3) ÷òî X̄ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà p.

Ëèòåðàòóðíûå ññûëêè: [1], [2], [3], [5], [7], [9], [13].
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Ãëàâà 7

Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê

1. Ìåòîä ìîìåíòîâ
Ïóñòü X = (X1 . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n, ãäå Xi ïîä÷è-

íÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ, ïðèíàäëåæàùåãî ñåìåéñòâó P = {Fθ, θ ∈ Θ} è ïóñòü
Θ ⊂ Rd. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïåðâûå d ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ,

mr(θ) =
∫

R

xrdFθ(x), r = 1, 2, . . . , d.

Ñîîòâåòñòâóþùèå âûáîðî÷íûå ìîìåíòû � ýòî

m̄r =
1
n

n∑

k=1

Xr
k , r = 1, 2, . . . , d.

Ìåòîä ìîìåíòîâ ñîñòîèò â ïðèðàâíèâàíèè òåîðåòè÷åñêèõ è âûáîðî÷íûõ ìî-
ìåíòîâ. Ýòî äàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé

mr(θ) = m̄r, r = 1, 2, . . . , d,

îòêóäà èùåòñÿ d íåèçâåñòíûõ êîîðäèíàò ïàðàìåòðà θ = (θ1, . . . , θd) ∈ Rd. Åñëè
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå θ̂r = θr(m̄1, . . . , m̄d), r = 1, 2, . . . , d, òî îíî
íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ.

2. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Ïóñòü X = (X1 . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n, ãäå Xi ïîä÷è-

íÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ, ïðèíàäëåæàùåãî ñåìåéñòâó P = {Fθ, θ ∈ Θ}, è ïóñòü
fθ � ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòè îòíîñèòåëüíî äîìèíèðóþùåé ìåðû ν. Ìåòîä
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêîé îöåíêè T̂ (X), ÷òî

L(X, T̂ (X)) = sup
θ∈Θ

L(X, θ),

ãäå L(X, θ) =
∏n

i=1 fθ(Xi) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ. Óðàâíåíèåì ïðàâ-
äîïîäîáèÿ íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå ∂

∂θ L(X, θ) = 0 èëè ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå
∂
∂θ ln L(X, θ) = 0.

Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè (ñì. [7], ñòð. 558) ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ T̂ (X) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîñòîÿòåëüíóþ, àñèìïòîòè÷å-
ñêè ýôôåêòèâíóþ è àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíóþ îöåíêó ïàðàìåòðà θ. Ïîñëåä-
íåå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè n →∞ ðàñïðåäåëåíèå

Pθ(I(θ)
√

n(T̂ (X)− θ) 6 x),

ãäå I(θ) = Eθ[ ∂
∂θ ln fθ(X1)]2, ñáëèæàåòñÿ ñ Φ(0,1)(x) ðàâíîìåðíî ïî x.
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Çàäà÷à 7.1. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n, ãäå
Xi ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó Φ(µ,σ2)(x). Íàéäèòå îöåíêè ìàêñèìàëüíî-
ãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ (µ, σ2).

Çàäà÷à 7.2. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n, ãäå
Xi ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0. Ïîêàæèòå, ÷òî îöåíêîé
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X̄ = 1

n

∑n
i=1 Xi.

Çàäà÷à 7.3. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n, ãäå
Xi ïîä÷èíÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðîì p ∈ [0, 1), ò.å.
P{Xi = k} = p(1 − p)k−1, k = 1, 2, . . . . Ïîêàæèòå, ÷òî îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ (X̄)−1 = n/

∑n
i=1 Xi.

Çàäà÷à 7.4. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n,
ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(x) =

{
1− θ, − 1

2 6 x < 0,

1 + θ, 0 6 x 6 1
2

è |θ| < 1. Ïîêàæèòå, ÷òî îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ
1
n

(
2

∑n
i=1 1{Xi>0} − n

)
.

Çàäà÷à 7.5. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà îáúåìà n,
ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè p > 0 è σ > 0,

fX(x) =

{
(σpΓ(p))−1 xp−1 exp

{− x
σ

}
, x > 0,

0, x 6 0,

òàê ÷òî EXi = pσ, DXi = pσ2, i = 1, 2, . . . , n. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ïðàâäî-
ïîäîáèÿ èìååò âèä

L(X, σ, p) = (σpΓ(p))−n
( n∏

i=1

Xi

)p−1

exp
{
− 1

σ

n∑

i=1

Xi

}
h(X(1)).

Âûïèøèòå óðàâíåíèå ïðàâäîïîäîáèÿäëÿ σ ïðè èçâåñòíîì p. ßâëÿåòñÿ ëè îöåí-
êà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ 1

pX̄ äëÿ ïàðàìåòðà σ íåñìåùåííîé? ßâëÿåòñÿ
ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòèõ îöåíîê (ïðè n →∞) ñîñòîÿòåëüíîé äëÿ σ?

3. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
Ïóñòü (X1, . . . , Xn) � íàáëþäåíèÿ çà ÷èñëîì θ,

Xi = θ + εi, i = 1, 2, . . . , n.

Îöåíêîé ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (Eεi = 0, Eε2
i < ∞) íàçûâàåòñÿ

òàêàÿ îöåíêà T̂ (X), ÷òî
n∑

i=1

(Xi − T̂ (X))2 = min
T (X)

n∑

i=1

(Xi − T (X))2.

Çàäà÷à 7.6. Ïóñòü Eεi = 0, Eε2
i = σ2, i = 1, 2, . . . , n (ïðÿìûå ðàâíîòî÷íûå

èçìåðåíèÿ θ). Íàéòè îöåíêó ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ θ.

Ëèòåðàòóðíûå ññûëêè: [2], [3], [5], [7], [9], [13].
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Ãëàâà 8

Çàäà÷à èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ

Ïóñòü P = {Fθ, θ ∈ Θ} � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèÿ, ãäå Θ � èíòåðâàë âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R.

Èíòåðâàë [T(X), T̄ (X)] ⊂ Θ, ãðàíèöû êîòîðîãî çàâèñÿò îò âûáîðêè X =
(X1, . . . , Xn), ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó èç P, íàçûâàþò äîâåðèòåëüíûì èí-
òåðâàëîì ñ äîâåðèòåëüíûì óðîâíåì 1− α, åñëè

Pθ{θ ∈ [T(X), T̄ (X)]} > 1− α äëÿ âñåõ θ ∈ Θ.

Çàäà÷à 8.1 ([8], ãë. 3, �5). Ñôîðìóëèðóéòå ðåçóëüòàòû î ñâÿçè ðàâíîìåð-
íî íàèáîëåå òî÷íûõ äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö ñ ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûìè
êðèòåðèÿìè.

Çàäà÷à 8.2 ([8], ñòð. 96). Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà
îáúåìà n, ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0.
Ïóñòü α ∈ (0, 1). Ïîñòðîèòü ðàâíîìåðíî íàèáîëåå òî÷íóþ âåðõíþþ äîâåðèòåëü-
íóþ ãðàíèöó äëÿ λ ñ óðîâíåì 1− α.

Çàäà÷à 8.3 ([8], ñòð. 97). Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà
îáúåìà n, ãäå Xi ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p ∈ (0, 1).
Ïóñòü α ∈ (0, 1). Ïîñòðîèòü ðàâíîìåðíî íàèáîëåå òî÷íóþ âåðõíþþ äîâåðèòåëü-
íóþ ãðàíèöó äëÿ p ñ óðîâíåì 1− α.

Ëèòåðàòóðíûå ññûëêè: [1], [2], [5], [7], [8], [13].
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Ãëàâà 9

Âîïðîñû äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó

1. Âåðîÿòíîñòíûå îñíîâû ñòàòèñòèêè (âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû, ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íåçàâèñèìîñòü, ìîìåíòû,
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè è ïðî÷.). Ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Ïðèìåðû.

2. Ñïåöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ (íîðìàëüíîå, ïóàññîíîâñêîå, ãàììà, Êî-
øè, ïîêàçàòåëüíîå, áåðíóëëèåâñêîå, áèíîìèàëüíîå, ðàâíîìåðíîå, Ôè-
øåðà, Ïàðåòî, χ2 è ïðî÷.), èõ ñâîéñòâà. Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè
ðàñïðåäåëåíèé (ìîìåíòû, ìåäèàíà, ìîäà è ïðî÷.) è ñîîòíîøåíèÿ ìåæ-
äó íèìè. Ïàðàìåòðè÷åñêèå (â òîì ÷èñëå � ñäâèãîâûå è ìàñøòàáíûå)
ñåìåéñòâà.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ. Ïðèìåðû.

4. Îïòèìàëüíûå ðåøàþùèå ïðàâèëà. Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ
îïòèìàëüíîñòè. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ áàéåñîâñêèõ è ìèíè-
ìàêñíûõ ïðàâèë. Ïðèìåðû.

5. Çàäà÷à ïðîâåðêè ãèïîòåç. Îïðåäåëåíèÿ. Ëåììà Íåéìàíà�Ïèðñîíà (ñ
äîêàçàòåëüñòâîì). Ïðèìåðû.

6. Çàäà÷à ïðîâåðêè ñëîæíûõ ãèïîòåç. Îïðåäåëåíèÿ. Ðàâíîìåðíî íàèáî-
ëåå ìîùíûå êðèòåðèè. Ïðèìåðû.

7. Äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè. Òåîðåìà Íåéìàíà. Ýêñïîíåíöèàëüíûå ñå-
ìåéñòâà. Êðèòåðèè äîñòàòî÷íîñòè. Ìîíîòîííîå îòíîøåíèå ïðàâäîïî-
äîáèÿ. Ïðèìåðû.

8. Àñèìïòîòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç. Îãèáàþùàÿ
ôóíêöèé ìîùíîñòè. Ïðèìåðû.

9. Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, âàðèàöèîííûé ðÿä, âûáîðî÷íûå ìîìåí-
òû è èõ ñâîéñòâà. Òåîðåìû Ãëèâåíêî, Êîëìîãîðîâà è Ñìèðíîâà. Íåïà-
ðàìåòðè÷åñêèå êðèòåðèè ïðîâåðêè ãèïîòåç. Ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó
ýòèõ òåîðåì ïóòåì àïïðîêñèìàöèè âèíåðîâñêèìè ïðîöåññàìè (â ò.÷.
áðîóíîâñêèì ìîñòîì). Ïðèìåðû.

10. Çàäà÷à òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ. Ñîñòîÿòåëüíîñòü, íåñìåùåííîñòü. Ïðè-
ìåðû.

11. Çàäà÷à òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü è
àñèìïòîòè÷åñêàÿ íåñìåùåííîñòü. Ïðèìåðû.

12. Çàäà÷à òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ. Íåðàâåíñòâî èíôîðìàöèè. Ýôôåêòèâ-
íîñòü. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü. Ïðèìåðû.

13. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ìåòîä ìîìåíòîâ. Ñîñòîÿòåëü-
íîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü î.ì.ï. Ïðèìåðû.

14. Çàäà÷à èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû. Àñèìï-
òîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû. Ïðèìåðû.
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